——

™
=
o
o
"h..,h
§
T
5
(s
=
9
o

FRACOES ORDINARIAS

1).— Aideia de aliquota

2).—Aideia de fragao

3).— Fracdes de grandezas continuas e de grandezas discretas

4).— O tipo mais importante de fracdes discretas: as fracdes ordindrias

5).— Um tipo de fracdes ordindrias: as fracoes irredutiveis

6).— Igualdade ( ou congruéncia) entre fracoes ordindrias: fracdes equivalentes
7).— Somando e multiplicando fracdes ordindrias

8).— Exercicios e problemas

1).— A ideia de aliquota

Quando dividimos uma grandeza em um ntmero inteiro de partes iguais, cada uma destas partes é
dita ser uma aliquota da grandeza dada.

Exemplos:

—se grandeza = diagonal de um certo quadrado; dividindo-a em trés partes iguais, cada uma delas é
uma aliquota da diagonal;

—se grandeza=duzia de ovos; dividindo-a em quatro partes iguais, cada uma delas é uma aliquota da
duzia.

2).— A ideia de fracao

Dada uma grandeza vista como um todo, se a dividirmos em duas ou mais aliquotas, por fracdo dessa
grandeza (ou desse todo) entendemos a indicagdo da escolha de um ntimero inteiro dessas aliquotas.

Exemplos: (e a terminologia um meio, um terco, um quarto, etc.)

- se grandeza = diagonal de um quadrado; se dividirmos esta diagonal em trés partes iguais, dizemos
que tomamos como aliquota a terca parte da diagonal, e obtemos as seguintes fracoes:

1 terco da diagonal = 1 aliquota, 2 tercos da diagonal = 2 aliquotas, 3 tercos da diagonal = 3 aliquotas;
4 tercos da diagonal = 4 aliquotas, etc.

—se grandeza = uma duzia de ovos; separando esta dizia em quatro conjuntos de mesmo nimero de
ovos, dizemos que tomamos como aliquota a quarta parte da dizia, e obtemos as seguintes fracoes:
1 quarto de dudzia = 1 aliquota, 2 quartos de duizia = 2 aliquotas, 3 quartos de duizia = 3 aliquotas, etc.
Quantos ovos temos em cada uma dessas fracdes?



Notacao:

Para trabalhar com fracdes, é conveniente usarmos uma notacao abreviada que é assim exemplificada:
2 tercos da diagonal = % da diagonal, 3 quartos de duzia = % de dizia; também se usa a notacdo 2/3 da
diagonal, 3/4 de duzia.

Observacao:

A grandeza a ser fracionada pode ser positiva, nula ou negativa. Por exemplo, quando tratamos de

dinheiro, dividas sao representadas por niimeros negativos; assim, dizendo que "fiquei com um terco

da divida da empresa", e supondo que essa divida seja de R$ 800, teremos que tal divida corresponde a
—800 800

fracdo (-800)/3, o que também podemos escrever como - 800/3, ou =5—,0u—=

3).— Fracoes de grandezas continuas e de grandezas discretas

Como ja ocorreu nos exemplos acima, a grandeza (ou o todo) a ser fracionada pode ser uma

e grandeza continua (como um comprimento, uma drea, uma massa, etc.), ou uma
e grandeza discreta (como um conjunto de ovos, o conjunto dos alunos de uma turma, etc.).

— Exemplos de fragoes de grandezas continuas: dois quartos da area daquele retangulo, um quinto de
tanque de gasolina, etc.
— Exemplos de fragoes de grandezas discretas: "Aqui, 2/7 dos alunos sdo homens e 5/7 sdo mulheres",

non

"Quero um terco de dizia de ovos", "Quase dois tercos dos deputados estavam presentes”, etc.
4).— O tipo mais importante de fracoes discretas: as fracoes ordinarias

As fragoes discretas de cardcter inteiramente numérico (ou seja, sem nenhuma referéncia a grandezas
concretas, como quantidade ovos ou de deputados) em que o todo a ser particionado em aliquotas é
um numero inteiro sdo denominadas fracoes ordindrias.

- Exemplos: 2/3, -4/5,0/3, 23/17, -32/5.
— Contraexemplos: 7/3 é uma fracao de 7, mas ndo é uma fracdo ordindria (ndo é sequer uma fracao
discreta, é uma fracio continua); o mesmo ocorre com v'2/5.

As fragoes ordindrias sdo as que tém o formato %+ ou m/n,
onde m é um niimero inteiro qualquer e n é um inteiro positivo.

No que segue, por brevidade, quando usarmos a expresao “fracdo” estaremos nos
referindo a uma “fragdo ordindria”, o inico tipo de fracdo que aqui trataremos.

Se iremos tratar apenas de fracdes ordindrias, por que todas as colocagdes anteriores? Ndo bastaria
dar a definicdo anterior? Porque é importante termos em vista que, por exemplo, /3 é fracao, embora
ndo do tipo ordindrio.



5).— Um tipo de fracoes ordinarias: as fragcoes irredutiveis

Fracoes irredutiveis sdo as fracoes ordindrias cujo numerador e denominador sdo inteiros relativa-
mente primos.

Exemplos: 415, 7/3.
Contraexemplos: 4/6 (2 é fator comum), 15/9 (3 é fator comum).

6).— Igualdade ( ou congruéncia) entre fracoes ordinarias: fracoes equivalen-
tes

Um uso importante das fracoes € servir para indicar a medida de partes das grandezas: medir quanti-
dade, tamanho, etc. Sob este ponto de vista, todo aluno sabe que se partirmos uma barra de chocolate
em 3 aliquotas e lhe dermos 2 delas, ele estaria recebendo a mesma quantidade se lhe déssemos 4
pedacos da mesma barra quando dividida em 6 aliquotas. Por isso, sob o ponto de vista de medidas (no
exemplo, quantidade de chocolate) dizemos que as fracdes 2/3 e 4/6 sdo iguais. Note bem: o processo
de divisdo 2/3 é diferente do 4/6, mas sob o ponto de vista de quantidade, esses processos podem ser
considerados como iguais. Em termos matematicamente rigorosos, dizemos que as fracoes 2/3 e 4/6
sdo equivalentes e usaremos o sinal de = para denotar isso: 2/3 = 4/6.

Observe que podemos escrever 2/3 =4/6 como 2/3 = (2x2)/(3 x 2). A partir desse exemplo, fica natural
a seguinte

definicao
consideramos uma fracdo a/b como equivalente a uma fracdo c/d (o que escrevemos al/b = c/d) quando, e
$6 quando, for possivel achar um niimero inteiro k tal que

ou(c=ka d=kb), ou(a=kc, b=kd).

Na prética, € muito mais f4cil usar a seguinte regra:

Teorema
Uma fracao ordindria a/b é equivalente a uma fracéao ordindria c/d quando, e so
quando, valer ad=bc.

Prova:

sec=kaed=kb,entdo bc = bka = kab, e ad = akb = kab, de modo que ad = bc.

Para a reciproca, precisamos saber interpretar fracdes como nimeros que expressam a divisdo entre
inteiros. Mais precisamente, precisamos interpretar as fracdes como representacdo dos niimeros
racionais, assunto da préxima aula. Em todo o caso, damos uma demonstra¢do pouco rigorosa, aqui
mesmo: de ad = bc segue ad/bd = bc/ bd, e simplificando: a/b=c/d.

Observacoes —

- por simplificar uma fracao entende-se achar uma fracdo a ela equivalente e que tenha numerador e
denominador menores;

—uma fracao irredutivel ndao pode ser simplificada;

—toda fracdo é equivalente a uma fracao irredutivel (aplique o Teorema Fundamental da Aritm.)



7).— Somando e multiplicando fracoes ordinarias

Tendo como base a ideia de frages equivalentes, fica natural definirmos as operacoes aritméticas
entre as fragdes ordindrias, conforme se resume no quadro abaixo:

Sendo a/b e c/d duas fragoes ordindrias, sua soma e produto sao definidos como

ad + bc ac

. a.c
bd b d bd

a c
b d

A justificativa, caso da soma: 2/3 = 8/12 (pense em mesmas quantidades de bolo) e 3/4 =9/12, de
modo que somando: 2/3 +3/4=8/12+9/12=17/12, e isto é 0 mesmo que 2.4;33 = % .
Para a multiplicacao:

25 1 e 5)_1 25 2.5
37 3 7773 7 3.7
Erros comuns
errado certo
a a_ a ac+ab
b b+¢ be
a, c _a+tc ad+bc
b d b+d bd
a,c_ ac ad+ be
b d ad+hc bd
atk _a Nao pode simplificar k
b+k b
1,1_ 1 a+b
a b a+b ab

8).- Exercicios e problemas



Exercicios didaticos

Ideia de partes iguais, ou aliquotas

Exercicio -

Relativamente a figura ao lado:

a).- que fracao do niimero total de formas simples
da figura corresponde aos tridngulos?

b).- que fracdo da area da figura foi feita com
tridngulos?

N/
Exercicio - , \f;
O jardim de Pedro esta representado na figura abaixo.
Como podemos ver, ele é composto de duas partes, cada uma das quais foi dividida em cinco
canteiros iguais, sendo que ele plantou as rosas nos canteiros sombreados da figura. Pergunta-
se que fracdo da éarea total do jardim de Pedro foi destinada as rosas?

A variedade de significados da ideia de fracao

Provavelmente, a principal razao da dificuldade do assunto fragdes é que a ideia de fragdo tem
varios significados. Iniciamos recordando alguns deles:

- parte de um todo: se uma grandeza for dividida em b partes iguais (aliquotas), entdo
a/b denota a destas b aliquotas;
+ medida: quando uma grandeza de medida a foi dividida em b aliquotas, cada uma
destas mede a/b ;
» quociente: resultado da divisdo do nimero inteiro a pelo inteiro b ;
e operador: uma instrucao que determina um processo, como “tomar 2/3 de ...” ;
e razdode a para b

Exercicio - (fracdo parte-todo grandeza discreta)
Maria tém seis lapis coloridos e quatro pretos. Que fracdo de pretos ha entre os lapis?

Exercicio - (fragdo parte-todo grandeza continua)

Maria quebrou sua barra de chocolate em cinco partes iguais e comeu trés delas. Que fracdo da
barra foi comida?

Exercicio - (fracdo como “medida” de grandeza discreta: contagem)
José foi jogar gude com os amigos e voltou com 5 bolinhas pretas e 8 coloridas. Que fracdo de
suas bolinhas sdo coloridas?



Exercicio - (fracdo como medida de grandeza continua)
O farmacéutico de José lhe fez uma mistura com uma colher de remédio amargo e quatro
colheres de groselha. Que fracdo da mistura foi feita com groselha?

Exercicio -

Eu tinha duas barras de chocolate iguais, e dividi cada uma delas em cinco pedac¢os iguais. Comi
uma parte de cada barra. Pergunta-se:

a).- o total que comi é que fracdo de barra?

b).- o total que comi é que fracdo do chocolate que eu tinha?

Exercicio - (fragdo como quociente de grandeza discreta)
Tenho 12 adesivos e vou dividi-los em partes iguais, entre quatro crian¢as. Que fracdo representa
essa partilha?

Exercicio - (fracao como quociente de grandeza continua)
Se eu dividir igualmente duas barras de chocolate entre trés criancas que fracdo do chocolate
dado recebe cada crianca?

Exercicio - (fragdo operador em grandeza discreta)
José tem 24 adesivos e sua prima tem apenas 2/3 do que ele tem. Quantos adesivos tem sua
prima?

Exercicio - (fracdo operador em grandeza continua)
José comeu % de sua barra de chocolate. Desenhe o chocolate e represente o que ele comeu.

As ideias de equivaléncia e irredutibilidade, soma e multiplicacdo de fracdes

Exercicio -

Trabalhando apenas com fragées ordindrias, decidir qual dentre os seguintes aquecedores gasta
mais gas: o primeiro gasta 710 litros em 7 ¥ horas e o segundo gasta 640 litros em 5 ¥4 horas.
Dica: inicie expressando os consumos horarios como fragées ordinarias e as transformando em
fragoes irredutiveis, para melhor compara-las. Resp.: o segundo aquecedor consome mais.

Exercicio -
Um comerciante vendeu 63 m de tecido, o que lhe deixou com 2/5 do que tinha. Quanto tinha?
Resp.: 105 m.

Exercicio -

Uma florista sempre faz suas encomendas do seguinte modo: 2/5 sdo plantas verdes, 3/7 sdo
plantas de flores e o restante é de cactos. Pergunta-se:

a).- os cactos representam que fracdo do pedido?

b).- se entre as plantas de flores, 2/3 sdo rosas, que fracdo da encomenda representam as rosas?

Exercicio -
No Dia dos Namorados, um florista vendeu % dos seus bouquets de flores durante a manha e
de tarde vendeu 2/3 do que sobrara. No final do dia, que fracdo de seus bouquets foi vendida?

Exercicio -

Um avido de 240 lugares partiu de PoA para Miami com 2/3 dos lugares ocupados, fez uma unica
escala, no Rio de Janeiro, onde novos passageiros ocuparam 3/5 dos lugares vazios. Com quantos
lugares vazios o avido chegou em Miami?



Exercicio - (ORM/2011)

Alexandre emprestou seu carro com tanque cheio para Gabriela e ela devolveu o carro sem abas-

tecer. No tanque cabem 40 litros de gasolina.

a).- Se Gabriela gastou 2/5 da capacidade do tanque, com quantos litros no tanque ele devolveu
o carro?

b).- Sem reabastecer o carro, Alexandre consumiu mais 1/3 da gasolina que sobrou para ir a esco
la e mais 1/5 do restante para voltar para casa. Quantos litros de gasolina serdo necessarios
para ele voltar a deixar o tanque cheio?

Resp.:

a) 30 litros b) 34 litros.

Problemas olimpicos: adicdo de muitas fracoes, ou de fracdes complicadas

Tipicamente, este tipo de problemas pode ser resolvido se conseguirmos cancelar fragoes. Para
se conseguir isso, pode-se usar identidades tais como:

2 52 1 1 1 1 1 b-a
—b"=(a+b)(a—b =— - ———= .
a (a+b)(a=b) e n(n+1) n n+1 b ab
Exercicio -
Expressar como fracdo ordindria o valor de A, dado por: 1- 1 +L
Resp.: simplifique o numerador e depois o 4 1+ L
denominador; resp.: A = 31/9. A= - 14
4y
Exercicio -
(20092008 )*

Expressar a fracdo seguinte como fracdo irredutivel: > —.
(20092007)°+(20092009) —2

Resp.:

usando uma das dicas acima, a’~b’=(a+b)(a—b) , podemos simplificar o denominador para
20092008<20092006+20092010x 20092008 , o que permite um grande cancelamento com o nume-

rador, obtendo-se facilmente o valor % para a fracao dada.

Exercicio -
Expressar a soma abaixo como uma fracdo irredutivel:

1 1 | 1 1 1 1 | 1 1 1
3715 735 63 09 143 195 ' 255 323 ' 300 183
Resp.:
inicie observando que os denominadores podem ser facilmente escritos como produtos:
3=1X3, 15=3X%5, 35=5X7,63=7X%9, etc.; a seguir, use a terceira dica acima para transformar
a soma das fragoes dadas em uma soma na qual existe uma série de cancelamentos subtrativos,
resultando no valor total da soma: %2 (1/1 - 1/23) = 11/23.

Problemas olimpicos diversos

Problema -
José gosta de apresentar o seguinte enigma para seus amigos: “O terco de um quarto ¢é igual ao
quarto de um quarto mais o terco do quarto de um quarto?” . Responda-lhe.



Problema - (ORM/2007)
Maria escreveu cinco nimeros inteiros positivos e constatou que a soma deles era igual ao seu
produto. Que numeros Maria escreveu?
Resp.:
a+b+c+d+e=abcde ,onde 0<a<b<c<d<e . Dividindo os dois lados da igualdade anterior, por
abcde obtemos:
1 n 1 n 1 n 1 N 1
bcde acde abde abce abcd
Ora, 0 menor resultado possivel para o produto de quatro dos nimeros de Maria é abcd , de modo que cada
uma das fracdes acima é < 1/abcd , logo aigualdade acima mostra que 1< 5/abcd , e entdo:
abcd <5 .Disso segue que a=b=1 e c=1 ou c=2. Jogando com essa informagdo e a condicéo
a+b+c+d+e=abcde , obtemos trés solucédes: {1,1,1,2,5}, {1,1,1,3,3} e {1,1,2,2,2}.

1

Problema -
E fAcil achar trés ou quatro niimeros inteiros distintos cujos reciprocos tém soma igual a um, por
exemplo:

1,11 1111

2'3 6 723 7 42

Pede-se:
a).- mostrar que também existem cinco inteiros distintos cujos reciprocos tém soma unitaria;
b).- usando inducdo matematica, mostre que esse tipo de resultado vale para n>3 inteiros;

Resp.:

1 1 1 N . m+1 .
Observe que vale =7 ! e entdo generalize (provando). Para b) use que — nunca é
inteiro, se m=2.

Problema - (ORM/2010)

Dos 165 participantes do Chat-ORM, 3/5 sdo alunos da Escola MAT e 1/3 destes alunos sdo meni-

nos. Pergunta-se:

a).- Quantas meninas da Escola MAT participam do Chat-ORM?

b).- O nimero dos participantes do Chat-ORM que tém 16 anos é multiplo de 4 e 7, além de ser
divisivel por seus proprios digitos. Quantos sdo os alunos com 16 anos?

Resp.:

a).- Temos 3/5X165=99 alunos da Escola MAT participando do Chat, e 2/3 deles sao meninas,
ou seja: 66 deles sao meninas.

b).- O nimero de tais participantes tem de ser multiplo de 28 e menor do que 165. Temos as se-
guintes possibilidades: 28, 56, 84, 112, 140. Desses numeros, o Unico que é divisivel por to-
dos seus digitos é 112. Este €, pois, o nimero de alunos de 16 anos no Chat.

Problema - (ORM/2010)

o s . 1 1 1 1
Temos quatro inteiros positivos, a,b,c,d tais que E+E+Z+E=1 . Mostre que ao menos um

deles tem de ser par.
Resp.: some as fragoes e raciocine por absurdo (suponha que todos sejam impares).

Problema -

Achar um numero inteiro que somado ao numerador e o denominador de 13/25 produza uma
nova fracdo que difere de 3/50 da unidade.

Resp.: 175.



Problema -
Mostrar que a fracdo que precisamos somar a uma fragdo irredutivel, para obter a unidade, é
também irredutivel.
Resp.:
b—a
b
rador e denominador sao relativamente primos. O que envolve raciocinio conhecido.

indicando por a/b a fragdo irredutivel dada, precisamos mostrar que na fragao

Problema -

Mostrar que se escrevermos a soma de um inteiro com uma fracéao irrdedutivel como uma fragdo,
esta é irredutivel.

Dica: raciocine por absurdo.

Problema -

Seja dada uma fracdo irredutivel cujo numerador é maior do que o denominador, e suponhamos
que a coloquemos na forma m+a/b, onde m é inteiro. Mostre que também a/b é irredutivel.
Dica: raciocine por absurdo.

Problema -

Se somarmos 88 ao numerador da fracdo 8/13, que inteiro devemos somar a seu denominador
para que a fracdo ndo mude de valor?

Dica: 88 é maultiplo do numerador. Faca algo semelhante com o denominador.

Problema -

A fracdo 1001/1848 é equivalente a alguma fracdo de denominador igual a 5607?

Dica: cuidado com seu raciocinio. V. precisa examinar tanto denominador como numerador, e a
maneira inteligente de fazer isso consiste em reduzir a fracao dada a forma irredutivel.

Problema -

Entre as fracoes equivalentes a 8/51, determinar a menor que tenha como diferenca entre o deno
minador e numerador um multiplo de 6.

Dica: raciocine com mod 6. Resp.: 48/306.

Problema -
‘. , ~ o , .~ a+tb
Mostrar que se a/b € irredutivel, entao tambem é irredutivel a fracao b

Problema -
Mostrar que se a/b é irredutivel, entdo também é irredutivel a fracao a/b + b/a.

Problema -

Mostrar que ao somarmos duas fracoes irredutiveis, a unica maneira da soma resultar num nu-
mero inteiro é quando os denominadores forem iguais.

Dica: usar Lema de Euclides.

Problema - (dificil)

Achar um numero inteiro que somado tanto ao numerador como ao denominador de a/b produza
uma nova fracao que difere de 1/n da unidade (onde n é um inteiro positivo dado).

Dica:

terd de estudar o que ocorre com k=n(b—a)—b , segundo a<b,a=b,a>bh.



